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W niniejszej rozprawie rozwazane sa jezyki nieskoniczonych stow lub drzew
definiowane poprzez automaty réznych typow lub formuty réznych logik. Py-
tamy o najwyzsza mozliwa pozycje w hierarchii borelowskiej lub rzutowej
zajmowang przez zbiory definiowane w danym formalizmie.

Wprowadzenie

Teoria definiowalnosci, jak okresla to J.W. Addison [Add04], ,bada ztozo-
no$¢ pojec poprzez patrzenie na gramatyczna zlozonos¢ ich deﬁnicji’ﬂ. Mie-
rzenie takiej wlasnie ztozonosci jest gloéwnym tematem niniejszej rozprawy.
Jako ,,pojecia” rozwazamy wlasnosci nieskonczonych stéw lub nieskonczonych
drzew etykietowanych, natomiast jako ,gramatyk” uzywamy modeli automa-
tow, logik lub konstrukcji pochodzacych z deskryptywnej teorii mnogosci.

O ile nieskoniczone obiekty wystepuja naturalnie w matematyce, o tyle
moze wymagaé¢ wyjasnienia dlaczego warto je rozwazaé¢ w informatyce. Nie-
skoniczone stowa sa uzywane na przyktad w weryfikacji formalnej do mode-
lowania systeméw dziatajacych w potencjalnie nieskoriczonym czasie, takich
jak system operacyjny lub serwer przyjmujacy zgtoszenia od aplikacji klienc-
kich (patrz np. [JGP99]). W takim kontekscie system moze by¢ modelowany
jako automat, a specyfikacja systemu moze by¢ wyrazona w odpowiedniej lo-
gice. Nieskoriczone drzewa pojawiaja sie na przyktad gdy potrzebujemy bada¢
wszystkie mozliwe przebiegi niedeterministycznego systemu (patrz koncepcja
czasu rozgatezionego [Eme90)).

ITtumaczenie wlasne.



Dzieki temu, ze rozpatrujemy struktury nieskonczone, mamy mozliwos$é
korzystania z bogactwa miar ztozonosci dostarczanego przez deskryptywnag
teorie mnogosci. Zbior wszystkich stow lub wszystkich drzew nad skonczonym
alfabetem jest, z topologicznego punktu widzenia, rownowazny przestrzeni
Cantora—jednej z dwoch podstawowych przestrzeni rozwazanych w deskryp-
tywnej teorii mnogosci (obok przestrzeni Baire’a). Miary dostarczane przez
te dyscypline to miedzy innymi: hierarchia borelowska, hierarchia rzutowa
oraz hierarchia Wadge’a. Jako hierarchie rozumiemy tutaj rosnacy (w sensie
inkluzji) ciag klas zbiorow. Mierzenie zlozonosci jest realizowane przez hie-
rarchie w nastepujacy sposob: im wyzej zbiér znajduje si¢ w hierarchii, tym
wieksza jest jego ztozonosé.

Hierarchie moga by¢ rowniez uzyte do mierzenia ztozonosci formalizmow.
Pytamy, jak klasa wszystkich zbioréw definiowalnych w danym formalizmie,
np. przez automaty pewnego typu, zanurza sie w hierarchii borelowskiej lub
rzutowej (patrz Rysunek . Taka analiza zlozonoSci najczedciej sprowadza
sie do odpowiedzi na jedno z dwoch pytan:

Pytanie 1 (zlozono$é topologiczna) Do jakiego poziomu hierarchii bore-
lowskiej i rzutowej siegajq zbiory definowalne w danym formalizmie?

Lub bardziej szczegdtowe:

Pytanie 2 Na ktorych poziomach hierarchii borelowskiej i rzutowej wyste-
pujg zbiory defintowalne w danym formalizmie?

Pierwszymi badaczami zajmujacymi sie odpowiedzia na powyzsze pyta-
nia w kontekscie teorii jezykow formalnych byli Biichi i Landweber [BL69].
Pokazali oni, ze wszystkie zbiory w-stow definiowalne w logice monadycznej
drugiego rzedu (MSO) sa boolowskimi kombinacjami zbioréw z borelowskiej
klasy II9 (inaczej Gs). Klasa MSO-definiowalnych zbioréw w-stow, nazywa-
nych jezykami w-regularnymi, zyskata zainteresowanie kilka lat wczesniej,
gdy Biichi [Biic62| wprowadzil model automatow skoriczonych, nazwanych
poZniej automatami Biichiego, ktore rozpoznaja doktadnie jezyki z tej klasy.
Dla tego modelu, jak dla wielu innych modeli automatow, istnieje naturalny
algorytm rozstrzygajacy niepusto$¢ jezyka rozpoznawanego przez automat,
ktory byt uzyty w dowodzie rozstrzygalnosci logiki MSO na w-stowach. Po-
dobna metoda—poprzez wprowadzenie odpowiedniego modelu automatéow—
byla uzyta przez Rabina |[Rab69] w dowodzie rozstrzygalnosci logiki MSO
na nieskonczonych drzewach binarnych. Zbiory drzew definiowane w logice
MSO nazywane sa regularnymi jezykami drzew.

W literaturze, rozwazanych jest wiele modeli automatéw réwnowaznych
automatom Rabina. W niniejszej pracy koncentrujemy sie na jednym z nich:
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Rysunek 1: Zanurzenie klasy zbioréw definiowalnych w danym formalizmie
w hierarchii borelowskiej i rzutowej.



automatach parzystos$ci na drzewach. Rozwazamy réwniez automaty parzy-
stosci na stowach. Wybor ten podyktowany jest faktem, ze definicja tego mo-
delu automatow pozwala zdefiniowa¢ hierarchie zwana hierarchia indeksé6w
Rabina-Mostowskiego—jeszcze jedna deskryptywng miare ztozonosci.

Klasa jezykow w-regularnych jest dobrze zbadana: jak juz wspomnieli$my,
topologicznie siega klasy boolowskich kombinacji zbiorow II9, ale nie wyzej
IBL69|; hierarchia indeksow Rabina-Mostowskiego wysyca sie na poziomie
(1,2), czyli kazdy jezyk w-regularny jest rozpoznawany przez automat Bii-
chiego [Biic62|; w przypadku automatéow deterministycznych hierarchia in-
deksow Rabina-Mostowskiego jest $cista, a dla danego jezyka jego pozycja
w hierarchii moze by¢ efektywnie obliczona [NW9§|.

Podatno$¢ algorytmiczna i wygodne wtasnosci strukturalne klasy jezy-
koéw w-regularnych zachecity Bojanczyka i Colcombeta [Boj04, BC06, Bojl1]
Boj10] do poszukiwania rozszerzen tej klasy zachowujacych czesé z jej do-
brych wlasnosci. Jedno z podejsé [Boj04] polegato na dodaniu do logiki MSO
kwantyfikatora ,unbounding”, ktory pozwala na wyrazenie wlasnosci typu
,dtugosé blokow kolejnych liter a jest w danym stowie nieograniczona”. Roz-
szerzona w ten sposob logika zostala nazwana MSO-+U. Formalnie kwantyfi-
kator jest zdefiniowany w taki sposob, ze formuta Uxy(X) oznacza:

“o(X) jest spetniona przez skoriczone zbiory X dowolnie duzej licznosei”

Rozwazano réwniez podobne ilosciowe rozszerzenie automatéw Biichiego
IBCO6]. Automaty 7z warunkiem ograniczajacym (ang. bounding), nazywane
wB-automatami, potrafig rozpoznawaé takie jezyki jak:

Lp = {a"™ba™ba™b...|limsupn; < oo},

podczas gdy automaty z warunkiem urozbiezniajacym (ang. strongly unbo-
unding), nazywane wS-automatami, potrafia rozpoznawac takie jezyki jak:

Lg = {a™ba™ba™b...|liminfn; = co}.

Automaty posiadajace mozliwoéci obu powyzszych modeli sa nazywane wBS-
-automatami. W niniejszej rozprawie obliczona zostata doktadna ztozono$é
topologiczna wB-automatow, wS-automatow, wBS-automatéow oraz logiki
MSO+U, o czym piszemy dokladniej w kolejnej sekcji.

Z drugiej strony, klasa regularnych jezykow drzew nieskonczonych skry-
wa ciagle wiele tajemnic. Jej ztozono$¢ topologiczna jest nieborelowska—
konkretnie, regularne jezyki drzew siegaja klasy Al w hierarchii rzutowej.
Rozstrzygalnosé niedeterministycznego indeksu Rabina-Mostowskiego zosta-
ta udowodniona jedynie w przypadku kiedy jako wejscie rozwazamy jezyk roz-
poznawany przez automat deterministyczny, zwany jezykiem deterministycz-
nym [NWO05|, lub jezyk rozpoznawany przez tzw. automat growy [FMSI16].
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Rowniez postaé zanurzenia w hierarchii borelowskiej i rzutowej (patrz Pyta-
nie [2)) jest lepiej zbadana dla jezykéw deterministycznych niz dla wszystkich
jezykow regularnych. Niwiriski i Walukiewicz [NWO03| pokazali, ze determi-
nistyczny jezyk jest albo II}-zupelny, albo jest najwyzej na poziomie IT9
hierarchii borelowskiej. Jest oczywiste, z powodow liczno$ciowych, ze tego
typu ,luka” (ang. gap) musi istnie¢ rowniez dla calej klasy jezykow regular-
nych, ale nie wiadomo jakie poziomy hierarchii borelowskiej ta luka obejmuje.
Skurczyniski [Sku93|, Duparc i Murlak [DMO07] udzielili odpowiedzi na Pyta-
nie [2] dla jeszcze jednej podklasy jezykow regularnych. Mianowicie pokazali
oni, ze jezyki rozpoznawane przez slabe automaty pojawiaja sie doktadnie
na wszystkich skoriczonych poziomach hierarchii borelowskiej.

Zlozonosé klasy regularnych jezykow drzew sktania do poszukiwania pod-
klas, ktore bytyby bardziej uchwytne. Poniewaz najlepiej dotad zbadana
podklasa odpowiada automatom deterministycznym, w niniejszej rozprawie
rozwazamy naturalne rozszerzenie tego modelu—automaty jednoznaczne.
Wazna cechg automatu deterministycznego jest to, ze dla kazdej struktury
wejsciowej ma dokladnie jeden bieg. Automat jednoznaczny w pewnym sen-
sie zachowuje te ceche poprzez to, ze ma najwyzej jeden bieg akceptujacy
na kazdej strukturze, podczas gdy syntaktycznie jest niedeterministyczny.
Wiadomo, ze klasa jezykow rozpoznawanych przez automaty jednoznaczne
jest §cistym rozszerzeniem klasy jezykow deterministycznych i Scista podklasg
klasy jezykow regularnych [NW96, [CLO7, [CLNW10].

Klasa jednoznacznych jezykow drzew nie jest jeszcze dobrze zbadana. Nie
wiadomo na przyktad czy nastepujgce pytanie jest rozstrzygalne: Dla da-
nego regularnego jezyka drzew nieskoriczonych L, czy L jest rozpoznawany
przez pewien automat jednoznaczny? Przed wynikami otrzymanymi przez
autora tej rozprawy nie byto nawet wiadomo, czy ztozonosé¢ topologiczna tej
klasy jest wieksza niz ztozono$¢ jezykéw deterministycznych, ktore, jak juz
wspomnielismy, wszystkie sa koanalityczne (IT}). Okazalo sie, ze ztozonosé
jest wieksza [Huml12]. Niniejsza rozprawa prezentuje wyniki, ktore podno-
sza dolne ograniczenie ztozonosci topologicznej jezykow jednoznacznych, ale
nie daje zadnego ograniczenia goérnego. W szczegdlnosci nadal nie wiadomo,
czy dla kazdego jezyka regularnego istnieje jezyk jednoznaczny, ktory jest
topologicznie trudniejszy.

Wymniki dotyczace jezykéw w-stow
Jezyki rozpoznawane przez wBS-automaty (odpowiednio wB-automaty, wS-

-automaty) sa nazywane wBS-regularnymi (odpowiednio wB-regularnymi,
wS-regularnymi).



Twierdzenie 3 Ztozonoscig topologiczng klasy jezykow w B-reqularnych jest
klasa X3. Ztozonosciq topologiczng klasy jezykéw wS-reqularnych jest klasa
e,

Formalnie, pierwsze z powyzszych stwierdzen oznacza:

1. kazdy jezyk wB-regularny jest w klasie X9 (goérne ograniczenie zlo-
zonosci topologicznej) oraz

2. kazdy zbior z klasy X9 jest redukowalny w sposob ciagly to pewnego
jezyka wB-regularnego (dolne ograniczenie zlozonosci topologicz-
nej).

Drugie zdanie Twierdzenia |3| interpretuje sie analogicznie.

Twierdzenie 4 Ziozonoscig topologiczng klasy jezykow wBS-reqularnych
jest klasa XY.

Nastepnie rozwazamy alternujacy wariant wBS-automatéw, dla ktorego
dowodzimy:

Twierdzenie 5 Dlia kazdego n < w istnieje alternujgcy wBS-automat rozpo-
znajacy jezyk TIS, -trudny.

Ponizszy wniosek daje negatywna odpowiedZ na pytanie postawione przez
Bojarczyka i Colcombeta [BC0O6, Rozdzial 6], czy niedeterministyczne wBS-
-automaty sa réwnowazne alternujacym.

Whiosek 6 Alternujgce wBS-automaty maje wickszg moc wyrazu niz bo-
olowskie kombinacje niedeterministycznych wBS-automatow.

Pokazujemy, ze jezyki L,, trudne dla odpowiednich skoriczonych pozioméw
hierarchii borelowskiej uzyte w dowodzie Twierdzenia [5] s3 réwniez definio-
walne w logice MSO+U. Wyniki zaprezentowane dla tej logiki siegaja jednak
znacznie dalej.

Twierdzenie 7 Dla kazdego © > 0 istnieje taka formuta p; logiki MSO+U,
ze jezyk L (p;) jest Bl-trudny.

Poniewaz nietrudno zauwazy¢, ze kazdy jezyk w-stow lub nieskonczonych
drzew definiowalny w MSO+U nalezy do hierarchii rzutowej, otrzymujemy:

Twierdzenie 8 Ziozonoscig topologiczng logiki MSO+U na w-stowach lub
nieskoniczonych drzewach jest klasa wszystkich zbiorow rzutowych.



Whniosek 9 Nie istnieje deterministyczny, niedeterministyczny, alternujgcy,
ani zagniezdzony model automatow o warunku akceptacji znajdujgcym sie na
zadnym ustalonym poziomie hierarchii rzutowey, ktorego moc wyrazu obejmugje
catq logike MSO+U na w-stowach.

Wszystkie wspomniane wyniki dotyczace zlozonosci wB-automatow, wS-
-automatow, wBS-automatow oraz logiki MSO+U zostaly opublikowane
[HMT10, [HS12].

Wyniki dotyczace jezykéw drzew nieskoniczonych

Jezyk L jest podwdjnie jednoznaczny jezeli L jest jednoznaczny i L jest
jednoznaczny.

Twierdzenie 10 Istnieje podwdinie jednoznaczny jezyk drzew nieskonczo-
nych, ktory jest 3i-zupelny (analitycany-zupetny).

Whiosek 11 Jezyki jednoznaczne sq¢ topologicznie bardziej ztozZone niz de-
terministyczne.

Jezyk G uzyty w dowodzie Twierdzenia [10| jest rozpoznawany przez nie-
deterministyczny automat Biichiego.

Whiosek 12 Istnieje jezyk o nieborelowskiej ztozonoSci topologiczney, kto-
ry jest z jednej strony jednoznaczny, a z drugiej strony rozpoinaway priez
automat Biichiego.

Powyzszy wniosek moze by¢ uwazany za interesujgcy w $wietle wyniku Fin-
kela i Simonneta [FS09, Corollary 4.14], ktorzy udowodnili, ze kazdy jezyk
drzew rozpoznawany przez jednoznaczny automat Biichiego jest borelowski.

Wszystkie powyzsze wyniki dotyczace ztozonosci topologicznej jedno-
znacznych jezykow drzew zostaly opublikowane [Huml12|, wraz ze stwierdze-
niem, ze uzywajac jezyka G mozna skonstruowac jezyk jednoznaczny, ktory
jest topologicznie trudniejszy niz kazda przeliczalna boolowska kombinacja
zbioréw analitycznych.

Wyniki prezentowane ponizej nie zostaly jeszcze opublikowane.

Wprowadzamy operacje o na jezykach drzew i dowodzimy nastepujace jej
wlasnosci:

Twierdzenie 13 Niech L C T,. Jezeli L jest trudny dla klasy ztozonosci
topologicznej K, wtedy o (L) jest trudny dla sigma-algebrgﬂ o (K).

2Rozszerzenie pojecia sigma-algebry generowanej przez K, do K bedacego klasa a nie
zbiorem jest formalnie wyjasnione w pracy.



Twierdzenie 14 Jezeli jezyk L C T, jest podwdjnie jednoznaczny, to jezyk
o (L) rowniez jest podwdjnie jednoznaczny.

Definicja 15 (JANOT7]) Niech (X,d) bedzie przestrzeniq metryczng. Jezyk
L C X jest rozciggalny jezeli dla kazdego ciggu {a,} liczb naturalnych
istnieje rozciggniecie L wzgledem {a,}, tj. funkcja s : X — X, ktora redukuje
L do jego samego, taka, ze dla kazdego k=0 i kazdego ti,to € X spetniona
jest implikacja:

d(t,ty) < 27F = d(s(t1), s(ty)) < 27% (1)

Odnotujmy, ze wiele jezykow drzew rozwazanych jako przyklady w li-
teraturze ma witasno$é¢ rozciggalnosci. Dotyczy to miedzy innymi growych
jezykow drzew W, ., [ANOT].

Lemat 16 Niech A bedzie skoriczonym niepustym alfabetem. Jezeli jezyk L C
T, jest rozciggalny, to jezyk o (L) rowniez jest rozciggalny.

Ponizej, symbolem <, oznaczamy ostry quasi-porzadek Wadge’a, tj. L <y
M oznacza, ze zbior L jest redukowalny w sposéb ciaglty do jezyka M, ale M
nie jest redukowalny w sposob ciggly do L.

Twierdzenie 17 Niech A bedzie skoniczonym niepustym alfabetem. Jezeli je-
zyk L C T, jest rozciggalny, to dla kazdego n>0, o™ (L) <y o™ (L).

Konstruujemy rowniez operacje o“, ktora stuzy jako w-ta iteracja aplikacji
operacji o.

Twierdzenie 18 Niech A bedzie skorniczonym niepustym alfabetem. Jezeli je-
zyk L C T, jest rozciggalny, to dla kazdego n>0, o™ (L) <y o* (L).

Twierdzenie 19 Niech A bedzie skoriczonym niepustym alfabetem. Jezeli je-
zyk L C T, jest rozciggalny, to jezyk o (L) réwniez jest rozciggalny.

Twierdzenie 20 Jezeli jezyk L C T, jest podwdjnie jednoznaczny, to jezyk
¥ (L) rowniez jest podwdjnie jednoznaczny.

Uzywajac dwoch powyzszych operacji mozemy zdefiniowaé¢ nastepujacy
ciag jezykow:
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Powyzszy ciag ma dlugosé w?. Wszystkie jezyki w tym ciggu sa podwoj-
nie jednoznaczne, rozpoznawane przez jednoznaczne automaty parzystosci
indeksu {(0, 1), (1,2)}. Oznacza to, ze kazda silnie spojna sktadowa stanow
w danym automacie uzywa jedynie dwoch priorytetow. Z drugiej strony, za-
den z jezykéw w ciggu, poza pierwszymi dwoma, nie jest rozpoznawany przez
alternujacy automat uzywajacy 2 priorytetow.

Jako dodatkowsa ilustracje topologicznej ztozonosci jezykoéw z powyzszego
ciagu wspomnijmy, ze juz jezyk o () jest ITj-zupelny.

Zauwazmy, ze rosnacy ciagg jezykoéw podwodjnie jednoznacznych podobny
do powyzszego mozemy skonstruowa¢ zaczynajac od dowolnego rozciagalnego
jezyka podwdjnie jednoznacznego.

Zastosowania wynikéw

Ztozonos¢ topologiczna logiki MSO+U byla uzyta przez Bojanczyka, Goga-
cza, Michalewskiego i Skrzypczaka [BGMS14| do udowodnienia, ze logika ta
jest ,prawie nierostrzygalna’. Formalnie, pokazali oni, ze nie istnieje algo-
rytm, ktory rozstrzyga teorie MSO—+U pelnego drzewa binarnego i ktéry ma
dowdd poprawnosci w ZFC. Metoda uzyta w tym dowodzie stata sie mode-
lowym przyktadem wykorzystania zwigzku pomiedzy ztozonoscia topologicz-
na a rozstrzygalnoscia. Rok pézniej Bojanczyk, Parys i Toruniczyk [BPT16]
przedstawili dowod nierozstrzygalnosci nieuzywajacy topologii. Niemniej jed-
nak wynik topologiczny postuzyt jako drogowskaz w poszukiwaniu odpowie-
dzi na pytanie o rozstrzygalnosé¢, ktore pozostawato bez odpowiedzi przez
dekade.

Podczas pracy nad topologiczng ztozonoscig jezykow jednoznacznych au-
tor zwrocil sie do Duparca z pytaniem jak operacje wprowadzone przez Wad-
ge’a i Duparca, a pozniej przeniesione na drzewa przez Murlaka [Wad72,
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Wad84, [Dup01], Mur06, DMO7|, wpasowuja sie w kontekst jednoznacznosci.
Wspoltpraca zaowocowala publikacja [DFHI5|, ktorej wspotautorem byt row-
niez Fournier, o hierarchii Wadge’a dla jezykow jednoznacznych. Wynik ten
uzywa jezyka G wspomnianego wyzej. Wynik ten nie jest zawarty w rozpra-
wie.

Wspo6ludzial innych badaczy

Dolne ograniczenia ztozonosci topologicznej sformutowanej w Twierdzeniach
i {4 byty udowodnione przy uzyciu jezykoéw podanych wczeéniej przez auto-
row modeli wB-automatéw i wS-automatow, Mikotaja Bojanczyka i Thomasa
Colcombeta [BC06|. Gorne ograniczenie ztozonosci topologicznej wBS-auto-
matéw sformutowanej w Twierdzeniu 4] byto udowodnione przez Szymona
Torunczyka przy uzyciu dowodu Twierdzenia [3| autora rozprawy.

Ciag MSO+U-definiowalnych jezykow L, trudnych dla odpowiednich
skoriczonych pozioméw hierarchii borelowskiej zostal podany przez Michata
Skrzypczaka. Autor niniejszej rozprawy udowodnil, ze jezyki te sa rozpozna-
wane przez alternujacy wariant wBS-automatow (Twierdzenie [5)).

Wryniki dotyczace rzutowej ztozonosci topologicznej MSO+U zostaly osia-
gniete wspdlnie ze Skrzypczakiem (Twierdzenie . Sformutowanie jednej
z czeSci dowodu byto ulepszone we wspoétpracy z Toruticzykiem.

Na wczesnym etapie konstrukcji operacji o autor uzyskat wsparcie od
Skrzypczaka, ktore uczynito operacje prostsza, przejrzystsza i bardziej ogdl-
na.

Pojecie rozciagalnoscei (Definicja [15)) 1 sposob w jaki moze ona by¢ uzyta
do udowodnienia, ze zbidér nie jest redukowalny w sposob ciagty do siebie sa-
mego zostaly zapozyczone od André Arnolda i Damiana Niwinskiego [AN07].
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