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Wniniejszej rozprawie rozwa»ane s¡ j¦zyki niesko«czonych sªów lub drzew
de�niowane poprzez automaty ró»nych typów lub formuªy ró»nych logik. Py-
tamy o najwy»sz¡ mo»liw¡ pozycj¦ w hierarchii borelowskiej lub rzutowej
zajmowan¡ przez zbiory de�niowane w danym formalizmie.

Wprowadzenie

Teoria de�niowalno±ci, jak okre±la to J.W. Addison [Add04], �bada zªo»o-
no±¢ poj¦¢ poprzez patrzenie na gramatyczn¡ zªo»ono±¢ ich de�nicji�1. Mie-
rzenie takiej wªa±nie zªo»ono±ci jest gªównym tematem niniejszej rozprawy.
Jako �poj¦cia� rozwa»amy wªasno±ci niesko«czonych sªów lub niesko«czonych
drzew etykietowanych, natomiast jako �gramatyk� u»ywamy modeli automa-
tów, logik lub konstrukcji pochodz¡cych z deskryptywnej teorii mnogo±ci.

O ile niesko«czone obiekty wyst¦puj¡ naturalnie w matematyce, o tyle
mo»e wymaga¢ wyja±nienia dlaczego warto je rozwa»a¢ w informatyce. Nie-
sko«czone sªowa s¡ u»ywane na przykªad w wery�kacji formalnej do mode-
lowania systemów dziaªaj¡cych w potencjalnie niesko«czonym czasie, takich
jak system operacyjny lub serwer przyjmuj¡cy zgªoszenia od aplikacji klienc-
kich (patrz np. [JGP99]). W takim kontek±cie system mo»e by¢ modelowany
jako automat, a specy�kacja systemu mo»e by¢ wyra»ona w odpowiedniej lo-
gice. Niesko«czone drzewa pojawiaj¡ si¦ na przykªad gdy potrzebujemy bada¢
wszystkie mo»liwe przebiegi niedeterministycznego systemu (patrz koncepcja
czasu rozgaª¦zionego [Eme90]).

1Tªumaczenie wªasne.
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Dzi¦ki temu, »e rozpatrujemy struktury niesko«czone, mamy mo»liwo±¢
korzystania z bogactwa miar zªo»ono±ci dostarczanego przez deskryptywn¡
teori¦ mnogo±ci. Zbiór wszystkich sªów lub wszystkich drzew nad sko«czonym
alfabetem jest, z topologicznego punktu widzenia, równowa»ny przestrzeni
Cantora�jednej z dwóch podstawowych przestrzeni rozwa»anych w deskryp-
tywnej teorii mnogo±ci (obok przestrzeni Baire'a). Miary dostarczane przez
t¦ dyscyplin¦ to mi¦dzy innymi: hierarchia borelowska, hierarchia rzutowa
oraz hierarchia Wadge'a. Jako hierarchi¦ rozumiemy tutaj rosn¡cy (w sensie
inkluzji) ci¡g klas zbiorów. Mierzenie zªo»ono±ci jest realizowane przez hie-
rarchie w nast¦puj¡cy sposób: im wy»ej zbiór znajduje si¦ w hierarchii, tym
wi¦ksza jest jego zªo»ono±¢.

Hierarchie mog¡ by¢ równie» u»yte do mierzenia zªo»ono±ci formalizmów.
Pytamy, jak klasa wszystkich zbiorów de�niowalnych w danym formalizmie,
np. przez automaty pewnego typu, zanurza si¦ w hierarchii borelowskiej lub
rzutowej (patrz Rysunek 1). Taka analiza zªo»ono±ci najcz¦±ciej sprowadza
si¦ do odpowiedzi na jedno z dwóch pyta«:

Pytanie 1 (zªo»ono±¢ topologiczna) Do jakiego poziomu hierarchii bore-
lowskiej i rzutowej si¦gaj¡ zbiory de�nowalne w danym formalizmie?

Lub bardziej szczegóªowe:

Pytanie 2 Na których poziomach hierarchii borelowskiej i rzutowej wyst¦-
puj¡ zbiory de�niowalne w danym formalizmie?

Pierwszymi badaczami zajmuj¡cymi si¦ odpowiedzi¡ na powy»sze pyta-
nia w kontek±cie teorii j¦zyków formalnych byli Büchi i Landweber [BL69].
Pokazali oni, »e wszystkie zbiory ω-sªów de�niowalne w logice monadycznej
drugiego rz¦du (MSO) s¡ boolowskimi kombinacjami zbiorów z borelowskiej
klasy Π0

2 (inaczej Gδ). Klasa MSO-de�niowalnych zbiorów ω-sªów, nazywa-
nych j¦zykami ω-regularnymi, zyskaªa zainteresowanie kilka lat wcze±niej,
gdy Büchi [Büc62] wprowadziª model automatów sko«czonych, nazwanych
pó¹niej automatami Büchiego, które rozpoznaj¡ dokªadnie j¦zyki z tej klasy.
Dla tego modelu, jak dla wielu innych modeli automatów, istnieje naturalny
algorytm rozstrzygaj¡cy niepusto±¢ j¦zyka rozpoznawanego przez automat,
który byª u»yty w dowodzie rozstrzygalno±ci logiki MSO na ω-sªowach. Po-
dobna metoda�poprzez wprowadzenie odpowiedniego modelu automatów�
byªa u»yta przez Rabina [Rab69] w dowodzie rozstrzygalno±ci logiki MSO
na niesko«czonych drzewach binarnych. Zbiory drzew de�niowane w logice
MSO nazywane s¡ regularnymi j¦zykami drzew.

W literaturze, rozwa»anych jest wiele modeli automatów równowa»nych
automatom Rabina. W niniejszej pracy koncentrujemy si¦ na jednym z nich:
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Rysunek 1: Zanurzenie klasy zbiorów de�niowalnych w danym formalizmie
w hierarchii borelowskiej i rzutowej.
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automatach parzysto±ci na drzewach. Rozwa»amy równie» automaty parzy-
sto±ci na sªowach. Wybór ten podyktowany jest faktem, »e de�nicja tego mo-
delu automatów pozwala zde�niowa¢ hierarchi¦ zwan¡ hierarchi¡ indeksów
Rabina-Mostowskiego�jeszcze jedn¡ deskryptywn¡ miar¦ zªo»ono±ci.

Klasa j¦zyków ω-regularnych jest dobrze zbadana: jak ju» wspomnieli±my,
topologicznie si¦ga klasy boolowskich kombinacji zbiorów Π0

2, ale nie wy»ej
[BL69]; hierarchia indeksów Rabina-Mostowskiego wysyca si¦ na poziomie
(1, 2), czyli ka»dy j¦zyk ω-regularny jest rozpoznawany przez automat Bü-
chiego [Büc62]; w przypadku automatów deterministycznych hierarchia in-
deksów Rabina-Mostowskiego jest ±cisªa, a dla danego j¦zyka jego pozycja
w hierarchii mo»e by¢ efektywnie obliczona [NW98].

Podatno±¢ algorytmiczna i wygodne wªasno±ci strukturalne klasy j¦zy-
ków ω-regularnych zach¦ciªy Boja«czyka i Colcombeta [Boj04, BC06, Boj11,
Boj10] do poszukiwania rozszerze« tej klasy zachowuj¡cych cz¦±¢ z jej do-
brych wªasno±ci. Jedno z podej±¢ [Boj04] polegaªo na dodaniu do logiki MSO
kwanty�katora �unbounding�, który pozwala na wyra»enie wªasno±ci typu
�dªugo±¢ bloków kolejnych liter a jest w danym sªowie nieograniczona�. Roz-
szerzona w ten sposób logika zostaªa nazwana MSO+U. Formalnie kwanty�-
kator jest zde�niowany w taki sposób, »e formuªa UXϕ(X) oznacza:

�ϕ(X) jest speªniona przez sko«czone zbiory X dowolnie du»ej liczno±ci�

Rozwa»ano równie» podobne ilo±ciowe rozszerzenie automatów Büchiego
[BC06]. Automaty z warunkiem ograniczaj¡cym (ang. bounding), nazywane
ωB-automatami, potra�¡ rozpoznawa¢ takie j¦zyki jak:

LB = {an0ban1ban2b . . . | lim supni <∞} ,

podczas gdy automaty z warunkiem urozbie»niaj¡cym (ang. strongly unbo-
unding), nazywane ωS-automatami, potra�¡ rozpoznawa¢ takie j¦zyki jak:

LS = {an0ban1ban2b . . . | lim inf ni =∞} .

Automaty posiadaj¡ce mo»liwo±ci obu powy»szych modeli s¡ nazywane ωBS-
-automatami. W niniejszej rozprawie obliczona zostaªa dokªadna zªo»ono±¢
topologiczna ωB-automatów, ωS-automatów, ωBS-automatów oraz logiki
MSO+U, o czym piszemy dokªadniej w kolejnej sekcji.

Z drugiej strony, klasa regularnych j¦zyków drzew niesko«czonych skry-
wa ci¡gle wiele tajemnic. Jej zªo»ono±¢ topologiczna jest nieborelowska�
konkretnie, regularne j¦zyki drzew si¦gaj¡ klasy ∆1

2 w hierarchii rzutowej.
Rozstrzygalno±¢ niedeterministycznego indeksu Rabina-Mostowskiego zosta-
ªa udowodniona jedynie w przypadku kiedy jako wej±cie rozwa»amy j¦zyk roz-
poznawany przez automat deterministyczny, zwany j¦zykiem deterministycz-
nym [NW05], lub j¦zyk rozpoznawany przez tzw. automat growy [FMS16].

4



Równie» posta¢ zanurzenia w hierarchii borelowskiej i rzutowej (patrz Pyta-
nie 2) jest lepiej zbadana dla j¦zyków deterministycznych ni» dla wszystkich
j¦zyków regularnych. Niwi«ski i Walukiewicz [NW03] pokazali, »e determi-
nistyczny j¦zyk jest albo Π1

1-zupeªny, albo jest najwy»ej na poziomie Π0
3

hierarchii borelowskiej. Jest oczywiste, z powodów liczno±ciowych, »e tego
typu �luka� (ang. gap) musi istnie¢ równie» dla caªej klasy j¦zyków regular-
nych, ale nie wiadomo jakie poziomy hierarchii borelowskiej ta luka obejmuje.
Skurczy«ski [Sku93], Duparc i Murlak [DM07] udzielili odpowiedzi na Pyta-
nie 2 dla jeszcze jednej podklasy j¦zyków regularnych. Mianowicie pokazali
oni, »e j¦zyki rozpoznawane przez sªabe automaty pojawiaj¡ si¦ dokªadnie
na wszystkich sko«czonych poziomach hierarchii borelowskiej.

Zªo»ono±¢ klasy regularnych j¦zyków drzew skªania do poszukiwania pod-
klas, które byªyby bardziej uchwytne. Poniewa» najlepiej dot¡d zbadana
podklasa odpowiada automatom deterministycznym, w niniejszej rozprawie
rozwa»amy naturalne rozszerzenie tego modelu�automaty jednoznaczne.
Wa»n¡ cech¡ automatu deterministycznego jest to, »e dla ka»dej struktury
wej±ciowej ma dokªadnie jeden bieg. Automat jednoznaczny w pewnym sen-
sie zachowuje t¦ cech¦ poprzez to, »e ma najwy»ej jeden bieg akceptuj¡cy
na ka»dej strukturze, podczas gdy syntaktycznie jest niedeterministyczny.
Wiadomo, »e klasa j¦zyków rozpoznawanych przez automaty jednoznaczne
jest ±cisªym rozszerzeniem klasy j¦zyków deterministycznych i ±cisª¡ podklas¡
klasy j¦zyków regularnych [NW96, CL07, CLNW10].

Klasa jednoznacznych j¦zyków drzew nie jest jeszcze dobrze zbadana. Nie
wiadomo na przykªad czy nast¦puj¡ce pytanie jest rozstrzygalne: Dla da-
nego regularnego j¦zyka drzew niesko«czonych L, czy L jest rozpoznawany
przez pewien automat jednoznaczny? Przed wynikami otrzymanymi przez
autora tej rozprawy nie byªo nawet wiadomo, czy zªo»ono±¢ topologiczna tej
klasy jest wi¦ksza ni» zªo»ono±¢ j¦zyków deterministycznych, które, jak ju»
wspomnieli±my, wszystkie s¡ koanalityczne (Π1

1). Okazaªo si¦, »e zªo»ono±¢
jest wi¦ksza [Hum12]. Niniejsza rozprawa prezentuje wyniki, które podno-
sz¡ dolne ograniczenie zªo»ono±ci topologicznej j¦zyków jednoznacznych, ale
nie daje »adnego ograniczenia górnego. W szczególno±ci nadal nie wiadomo,
czy dla ka»dego j¦zyka regularnego istnieje j¦zyk jednoznaczny, który jest
topologicznie trudniejszy.

Wyniki dotycz¡ce j¦zyków ω-sªów

J¦zyki rozpoznawane przez ωBS-automaty (odpowiednio ωB-automaty, ωS-
-automaty) s¡ nazywane ωBS-regularnymi (odpowiednio ωB-regularnymi,
ωS-regularnymi).
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Twierdzenie 3 Zªo»ono±ci¡ topologiczn¡ klasy j¦zyków ωB-regularnych jest
klasa Σ0

3. Zªo»ono±ci¡ topologiczn¡ klasy j¦zyków ωS-regularnych jest klasa
Π0

3.

Formalnie, pierwsze z powy»szych stwierdze« oznacza:

1. ka»dy j¦zyk ωB-regularny jest w klasie Σ0
3 (górne ograniczenie zªo-

»ono±ci topologicznej) oraz

2. ka»dy zbiór z klasy Σ0
3 jest redukowalny w sposób ci¡gªy to pewnego

j¦zyka ωB-regularnego (dolne ograniczenie zªo»ono±ci topologicz-
nej).

Drugie zdanie Twierdzenia 3 interpretuje si¦ analogicznie.

Twierdzenie 4 Zªo»ono±ci¡ topologiczn¡ klasy j¦zyków ωBS-regularnych
jest klasa Σ0

4.

Nast¦pnie rozwa»amy alternuj¡cy wariant ωBS-automatów, dla którego
dowodzimy:

Twierdzenie 5 Dla ka»dego n < ω istnieje alternuj¡cy ωBS-automat rozpo-
znaj¡cy j¦zyk Π0

2n-trudny.

Poni»szy wniosek daje negatywn¡ odpowied¹ na pytanie postawione przez
Boja«czyka i Colcombeta [BC06, Rozdziaª 6], czy niedeterministyczne ωBS-
-automaty s¡ równowa»ne alternuj¡cym.

Wniosek 6 Alternuj¡ce ωBS-automaty maj¡ wi¦ksz¡ moc wyrazu ni» bo-
olowskie kombinacje niedeterministycznych ωBS-automatów.

Pokazujemy, »e j¦zyki Ln trudne dla odpowiednich sko«czonych poziomów
hierarchii borelowskiej u»yte w dowodzie Twierdzenia 5 s¡ równie» de�nio-
walne w logice MSO+U. Wyniki zaprezentowane dla tej logiki si¦gaj¡ jednak
znacznie dalej.

Twierdzenie 7 Dla ka»dego i > 0 istnieje taka formuªa ϕi logiki MSO+U,
»e j¦zyk L (ϕi) jest Σ

1
i -trudny.

Poniewa» nietrudno zauwa»y¢, »e ka»dy j¦zyk ω-sªów lub niesko«czonych
drzew de�niowalny w MSO+U nale»y do hierarchii rzutowej, otrzymujemy:

Twierdzenie 8 Zªo»ono±ci¡ topologiczn¡ logiki MSO+U na ω-sªowach lub
niesko«czonych drzewach jest klasa wszystkich zbiorów rzutowych.
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Wniosek 9 Nie istnieje deterministyczny, niedeterministyczny, alternuj¡cy,
ani zagnie»d»ony model automatów o warunku akceptacji znajduj¡cym si¦ na
»adnym ustalonym poziomie hierarchii rzutowej, którego moc wyrazu obejmuje
caª¡ logik¦ MSO+U na ω-sªowach.

Wszystkie wspomniane wyniki dotycz¡ce zªo»ono±ci ωB-automatów, ωS-
-automatów, ωBS-automatów oraz logiki MSO+U zostaªy opublikowane
[HMT10, HS12].

Wyniki dotycz¡ce j¦zyków drzew niesko«czonych

J¦zyk L jest podwójnie jednoznaczny je»eli L jest jednoznaczny i L jest
jednoznaczny.

Twierdzenie 10 Istnieje podwójnie jednoznaczny j¦zyk drzew niesko«czo-
nych, który jest Σ1

1-zupeªny (analityczny-zupeªny).

Wniosek 11 J¦zyki jednoznaczne s¡ topologicznie bardziej zªo»one ni» de-
terministyczne.

J¦zyk G u»yty w dowodzie Twierdzenia 10 jest rozpoznawany przez nie-
deterministyczny automat Büchiego.

Wniosek 12 Istnieje j¦zyk o nieborelowskiej zªo»ono±ci topologicznej, któ-
ry jest z jednej strony jednoznaczny, a z drugiej strony rozpoznaway przez
automat Büchiego.

Powy»szy wniosek mo»e by¢ uwa»any za interesuj¡cy w ±wietle wyniku Fin-
kela i Simonneta [FS09, Corollary 4.14], którzy udowodnili, »e ka»dy j¦zyk
drzew rozpoznawany przez jednoznaczny automat Büchiego jest borelowski.

Wszystkie powy»sze wyniki dotycz¡ce zªo»ono±ci topologicznej jedno-
znacznych j¦zyków drzew zostaªy opublikowane [Hum12], wraz ze stwierdze-
niem, »e u»ywaj¡c j¦zyka G mo»na skonstruowa¢ j¦zyk jednoznaczny, który
jest topologicznie trudniejszy ni» ka»da przeliczalna boolowska kombinacja
zbiorów analitycznych.

Wyniki prezentowane poni»ej nie zostaªy jeszcze opublikowane.
Wprowadzamy operacj¦ σ na j¦zykach drzew i dowodzimy nast¦puj¡ce jej

wªasno±ci:

Twierdzenie 13 Niech L ⊆ TA. Je»eli L jest trudny dla klasy zªo»ono±ci
topologicznej K, wtedy σ (L) jest trudny dla sigma-algebry2 σ (K).

2Rozszerzenie poj¦cia sigma-algebry generowanej przez K, do K b¦d¡cego klas¡ a nie

zbiorem jest formalnie wyja±nione w pracy.
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Twierdzenie 14 Je»eli j¦zyk L ⊆ TA jest podwójnie jednoznaczny, to j¦zyk
σ (L) równie» jest podwójnie jednoznaczny.

De�nicja 15 ([AN07]) Niech (X, d) b¦dzie przestrzeni¡ metryczn¡. J¦zyk
L ⊆ X jest rozci¡galny je»eli dla ka»dego ci¡gu {an} liczb naturalnych
istnieje rozci¡gni¦cie L wzgl¦dem {an}, tj. funkcja s : X → X, która redukuje
L do jego samego, taka, »e dla ka»dego k>0 i ka»dego t1, t2 ∈ X speªniona
jest implikacja:

d(t1, t2) 6 2−k =⇒ d(s(t1), s(t2)) 6 2−ak (1)

Odnotujmy, »e wiele j¦zyków drzew rozwa»anych jako przykªady w li-
teraturze ma wªasno±¢ rozci¡galno±ci. Dotyczy to mi¦dzy innymi growych
j¦zyków drzew W(ι,κ) [AN07].

Lemat 16 Niech A b¦dzie sko«czonym niepustym alfabetem. Je»eli j¦zyk L ⊆
TA jest rozci¡galny, to j¦zyk σ (L) równie» jest rozci¡galny.

Poni»ej, symbolem <W oznaczamy ostry quasi-porz¡dek Wadge'a, tj. L <W

M oznacza, »e zbiór L jest redukowalny w sposób ci¡gªy do j¦zyka M , ale M
nie jest redukowalny w sposób ci¡gªy do L.

Twierdzenie 17 Niech A b¦dzie sko«czonym niepustym alfabetem. Je»eli j¦-
zyk L ⊆ TA jest rozci¡galny, to dla ka»dego n>0, σn (L) <W σn+1 (L).

Konstruujemy równie» operacj¦ σω, która sªu»y jako ω-ta iteracja aplikacji
operacji σ.

Twierdzenie 18 Niech A b¦dzie sko«czonym niepustym alfabetem. Je»eli j¦-
zyk L ⊆ TA jest rozci¡galny, to dla ka»dego n>0, σn (L) <W σω (L).

Twierdzenie 19 Niech A b¦dzie sko«czonym niepustym alfabetem. Je»eli j¦-
zyk L ⊆ TA jest rozci¡galny, to j¦zyk σω (L) równie» jest rozci¡galny.

Twierdzenie 20 Je»eli j¦zyk L ⊆ TA jest podwójnie jednoznaczny, to j¦zyk
σω (L) równie» jest podwójnie jednoznaczny.

U»ywaj¡c dwóch powy»szych operacji mo»emy zde�niowa¢ nast¦puj¡cy
ci¡g j¦zyków:
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∅ <W σ (∅) <W σ2 (∅) <W σ3 (∅) <W . . .

<W σω (∅) <W σ (σω (∅)) <W σ2 (σω (∅)) <W σ3 (σω (∅)) <W . . .

<W σω (σω (∅)) <W σ (σω (σω (∅))) <W σ2 (σω (σω (∅))) <W . . .

... (2)

<W (σω)k (∅) <W σ
(
(σω)k (∅)

)
<W σ2

(
(σω)k (∅)

)
<W . . .

<W (σω)k+1 (∅) <W . . .

...

Powy»szy ci¡g ma dªugo±¢ ω2. Wszystkie j¦zyki w tym ci¡gu s¡ podwój-
nie jednoznaczne, rozpoznawane przez jednoznaczne automaty parzysto±ci
indeksu {(0, 1), (1, 2)}. Oznacza to, »e ka»da silnie spójna skªadowa stanów
w danym automacie u»ywa jedynie dwóch priorytetów. Z drugiej strony, »a-
den z j¦zyków w ci¡gu, poza pierwszymi dwoma, nie jest rozpoznawany przez
alternuj¡cy automat u»ywaj¡cy 2 priorytetów.

Jako dodatkow¡ ilustracj¦ topologicznej zªo»ono±ci j¦zyków z powy»szego
ci¡gu wspomnijmy, »e ju» j¦zyk σ (∅) jest Π1

1-zupeªny.
Zauwa»my, »e rosn¡cy ci¡g j¦zyków podwójnie jednoznacznych podobny

do powy»szego mo»emy skonstruowa¢ zaczynaj¡c od dowolnego rozci¡galnego
j¦zyka podwójnie jednoznacznego.

Zastosowania wyników

Zªo»ono±¢ topologiczna logiki MSO+U byªa u»yta przez Boja«czyka, Goga-
cza, Michalewskiego i Skrzypczaka [BGMS14] do udowodnienia, »e logika ta
jest �prawie nierostrzygalna�. Formalnie, pokazali oni, »e nie istnieje algo-
rytm, który rozstrzyga teori¦ MSO+U peªnego drzewa binarnego i który ma
dowód poprawno±ci w ZFC. Metoda u»yta w tym dowodzie staªa si¦ mode-
lowym przykªadem wykorzystania zwi¡zku pomi¦dzy zªo»ono±ci¡ topologicz-
n¡ a rozstrzygalno±ci¡. Rok pó¹niej Boja«czyk, Parys i Toru«czyk [BPT16]
przedstawili dowód nierozstrzygalno±ci nieu»ywaj¡cy topologii. Niemniej jed-
nak wynik topologiczny posªu»yª jako drogowskaz w poszukiwaniu odpowie-
dzi na pytanie o rozstrzygalno±¢, które pozostawaªo bez odpowiedzi przez
dekad¦.

Podczas pracy nad topologiczn¡ zªo»ono±ci¡ j¦zyków jednoznacznych au-
tor zwróciª si¦ do Duparca z pytaniem jak operacje wprowadzone przez Wad-
ge'a i Duparca, a pó¹niej przeniesione na drzewa przez Murlaka [Wad72,
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Wad84, Dup01, Mur06, DM07], wpasowuj¡ si¦ w kontekst jednoznaczno±ci.
Wspóªpraca zaowocowaªa publikacj¡ [DFH15], której wspóªautorem byª rów-
nie» Fournier, o hierarchii Wadge'a dla j¦zyków jednoznacznych. Wynik ten
u»ywa j¦zyka G wspomnianego wy»ej. Wynik ten nie jest zawarty w rozpra-
wie.

Wspóªudziaª innych badaczy

Dolne ograniczenia zªo»ono±ci topologicznej sformuªowanej w Twierdzeniach
3 i 4 byªy udowodnione przy u»yciu j¦zyków podanych wcze±niej przez auto-
rów modeli ωB-automatów i ωS-automatów, Mikoªaja Boja«czyka i Thomasa
Colcombeta [BC06]. Górne ograniczenie zªo»ono±ci topologicznej ωBS-auto-
matów sformuªowanej w Twierdzeniu 4 byªo udowodnione przez Szymona
Toru«czyka przy u»yciu dowodu Twierdzenia 3 autora rozprawy.

Ci¡g MSO+U-de�niowalnych j¦zyków Ln trudnych dla odpowiednich
sko«czonych poziomów hierarchii borelowskiej zostaª podany przez Michaªa
Skrzypczaka. Autor niniejszej rozprawy udowodniª, »e j¦zyki te s¡ rozpozna-
wane przez alternuj¡cy wariant ωBS-automatów (Twierdzenie 5).

Wyniki dotycz¡ce rzutowej zªo»ono±ci topologicznejMSO+U zostaªy osi¡-
gni¦te wspólnie ze Skrzypczakiem (Twierdzenie 7). Sformuªowanie jednej
z cz¦±ci dowodu byªo ulepszone we wspóªpracy z Toru«czykiem.

Na wczesnym etapie konstrukcji operacji σ autor uzyskaª wsparcie od
Skrzypczaka, które uczyniªo operacj¦ prostsz¡, przejrzystsz¡ i bardziej ogól-
n¡.

Poj¦cie rozci¡galno±ci (De�nicja 15) i sposób w jaki mo»e ona by¢ u»yta
do udowodnienia, »e zbiór nie jest redukowalny w sposób ci¡gªy do siebie sa-
mego zostaªy zapo»yczone od André Arnolda i Damiana Niwi«skiego [AN07].

Literatura

[Add04] J.W. Addison. Tarski's theory of de�nability: common themes
in descriptive set theory, recursive function theory, classical pure
logic, and �nite-universe logic. Annals of Pure and Applied Logic,
126(1�3):77�92, 2004. Provinces of logic determined. Essays in
the memory of Alfred Tarski. Parts I, {II} and {III}.

[AN07] André Arnold and Damian Niwi«ski. Continuous separation of
game languages. Fundamenta Informaticae, 81(1-3):19�28, 2007.

10



[BC06] Mikoªaj Boja«czyk and Thomas Colcombet. Bounds in ω-
regularity. In LICS, pages 285�296, 2006.

[BGMS14] Mikoªaj Boja«czyk, Tomasz Gogacz, Henryk Michalewski, and
Michaª Skrzypczak. On the decidability of MSO+U on in�nite
trees. In Automata, Languages, and Programming - 41st Inter-
national Colloquium, ICALP 2014, Proceedings, Part II, pages
50�61, Copenhagen, Denmark, 2014.

[BL69] J. Richard Büchi and Lawrence H. Landweber. De�nability in
the monadic second-order theory of successor. J. Symb. Log.,
34(2):166�170, 1969.

[Boj04] Mikoªaj Boja«czyk. A bounding quanti�er. In Computer Science
Logic, volume 3210 of Lecture Notes in Computer Science, pages
41�55, 2004.

[Boj10] Mikoªaj Boja«czyk. Beyond ω-regular languages. In STACS,
pages 11�16, 2010.

[Boj11] Mikoªaj Boja«czyk. Weak MSO with the unbounding quanti�er.
Theory Comput. Syst., 48(3):554�576, 2011.

[BPT16] Mikoªaj Boja«czyk, Pawel Parys, and Szymon Toru«czyk. The
MSO+U theory of (N, <) is undecidable. In 33rd Symposium on
Theoretical Aspects of Computer Science, STACS 2016, pages
21:1�21:8, Orléans, France, 2016.

[Büc62] J. Richard Büchi. On a decision method in restricted second-
order arithmetic. In Proc. 1960 Int. Congr. for Logic, Methodo-
logy and Philosophy of Science, pages 1�11, 1962.

[CL07] Arnaud Carayol and Christof Löding. MSO on the in�nite binary
tree: Choice and order. In CSL, pages 161�176, 2007.

[CLNW10] Arnaud Carayol, Christof Löding, Damian Niwi«ski, and Igor
Walukiewicz. Choice functions and well-orderings over the in-
�nite binary tree. Central European Journal of Mathematics,
8:662�682, 2010.

[DFH15] Jacques Duparc, Kevin Fournier, and Szczepan Hummel. On
unambiguous regular tree languages of index (0, 2). In 24th
EACSL Annual Conference on Computer Science Logic, CSL
2015, pages 534�548, Berlin, Germany, 2015.

11



[DM07] Jacques Duparc and Filip Murlak. On the topological comple-
xity of weakly recognizable tree languages. In Fundamentals of
Computation Theory, 16th International Symposium, FCT 2007,
Proceedings, pages 261�273, Budapest, Hungary, 2007.

[Dup01] Jacques Duparc. Wadge hierarchy and Veblen hierarchy part I:
Borel sets of �nite rank. J. Symb. Log., 66(1):56�86, 2001.

[Eme90] E. Allen Emerson. Temporal and modal logic. In Handbook of
Theoretical Computer Science, Volume B: Formal Models and
Sematics (B), pages 995�1072. 1990.

[FMS16] Alessandro Facchini, Filip Murlak, and Michaª Skrzypczak. In-
dex problems for game automata. ACM Trans. Comput. Log.,
17(4):24:1�24:38, 2016.

[FS09] Olivier Finkel and Pierre Simonnet. On recognizable tree lan-
guages beyond the Borel hierarchy. Fundamenta Informaticae,
95(2-3):287�303, 2009.

[HMT10] Szczepan Hummel, Michaª Skrzypczak, and Szymon Toru«czyk.
On the topological complexity of MSO+U and related automata
models. InMathematical Foundations of Computer Science 2010,
35th International Symposium, MFCS 2010. Proceedings, pages
429�440, Brno, Czech Republic, 2010.

[HS12] Szczepan Hummel and Michaª Skrzypczak. The topological com-
plexity of MSO+U and related automata models. Fundamenta
Informaticae, 119(1):87�111, 2012.

[Hum12] Szczepan Hummel. Unambiguous tree languages are topological-
ly harder than deterministic ones. In GandALF, pages 247�260,
2012.

[JGP99] Edmund M. Clarke Jr., Orna Grumberg, and Doron A. Peled.
Model Checking. MIT Press, 1999.

[Mur06] Filip Murlak. The Wadge hierarchy of deterministic tree lan-
guages. In Automata, Languages and Programming, 33rd Inter-
national Colloquium, ICALP 2006, Proceedings, Part II, pages
408�419, Venice, Italy, 2006.

[NW96] Damian Niwi«ski and Igor Walukiewicz. Ambiguity problem for
automata on in�nite trees. unpublished note, 1996.

12



[NW98] Damian Niwi«ski and Igor Walukiewicz. Relating hierarchies of
word and tree automata. In STACS 98, 15th Annual Symposium
on Theoretical Aspects of Computer Science, Proceedings, pages
320�331, Paris, France, 1998.

[NW03] Damian Niwi«ski and Igor Walukiewicz. A gap property of de-
terministic tree languages. Theor. Comput. Sci., 1(303):215�231,
2003.

[NW05] Damian Niwi«ski and Igor Walukiewicz. Deciding nondetermi-
nistic hierarchy of deterministic tree automata. Electr. Notes
Theor. Comput. Sci., 123:195�208, 2005.

[Rab69] Michael O. Rabin. Decidability of second-order theories and au-
tomata on in�nite trees. Transactions of the AMS, 141:1�23,
1969.

[Sku93] Jerzy Skurczy«ski. The Borel hierarchy is in�nite in the class of
regular sets of trees. Theoretical Computer Science, 112(2):413�
418, 1993.

[Wad72] William W. Wadge. Degrees of complexity of subsets of the Baire
space. Notices of the American Mathematical Society, 19:714�
715, 1972.

[Wad84] William W. Wadge. Reducibility and determinateness on the Ba-
ire space. PhD thesis, University of California, Berkeley, 1984.

13


